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Теорема 1.17 (Больцано-Вейерштрасса). Из любой ограничен- 
ной ЧИ можно выделить сходящуюся подпоследовательность. 

Доказательство. Так как ЧП ограничена, то она имеет хотя бы 
одну предельную точку. В таком случае согласно лемме 1.2 из этой 
ЧП можно выделить подпоследовательность, сходящуюся к указан- 
ному пределу. Теорема доказана. 

Замечание 1. Из любой ограниченной ЧП можно выделить мо- 
нотонную подпоследовательность. В самом деле, в силу теоремы 1.17 
из любой ограниченной ЧП можно выделить сходящуюся подпосле- 
довательность, из которой в силу замечания, сделанного в начале 
раздела 1.4, можно выделить монотонную подпоследовательность. 

Замечание 2. Пусть {х„} — ограниченная ЧП, элементы которой 
находятся на сегменте [а, Ь]. Тогда предел с любой сходящейся подпос- 
ледовательности [хк,} также находится на сегменте [а,Б]. Действи- 
тельно, так как а < хь, < Б, то в силу следствия 2 из теоремы 1.13 


выполняются неравенства а < с < 6. Это и означает, что с Е [а,Ё]. 


При выяснении вопроса о сходимости ЧП приходится оценивать 
разность элементов хи, и еб предполагаемого предела а, то есть приходит- 
ся предугадывать, чему равен предел а. Естественно указать «внутрен- 
ний» критерий сходимости ЧП, основанный лишь на величине еб элемен- 
тов. Для этого введём понятие фундаментальной последовательности: 

ЧП {х„} называется фундаментальной, если для любого = > 0 
найдётся номер М№(=) такой, что при п > М№(=) и для всех натуральных 
чисел р (р = 1,2, ... ) справедливо неравенство ое е == < Е. 


Теорема 1.18. Для того чтобы ЧП {хи} была сходящейся, необхо- 
димо и достаточно, чтобы она была ограниченной и чтобы её верхний и 
нижний пределы совпадали. 

Доказательство. 1) Необходимость. Пусть ЧП {хи } сходится. Тогда 
она согласно теореме 1.8 ограничена и в силу леммы 1.3 имеет единст- 
венную предельную точку. Таким образом, х = Х. 


2) Достаточность. Следствие 2 из теоремы 1.16 утверждает, что для 
любого = > 0 интервал (х ВЕ =) содержит все элементы ЧП {хи}, 
начиная с некоторого номера. Так как х = Хх = х, то указанный интервал 
совпадает с =-окрестностью точки х, то есть число Хх является пределом 
ЧП {хи }. Теорема доказана. 

Установим теперь важное свойство фундаментальных ЧП, кото- 
рое по существу является их эквивалентным определением: 

Для любого = > 0 можно указать такой элемент хм фундамен- 
тальной ЧП, в =-окрестности которого находятся все элементы ЧП, 
начиная с номера №. Иными словами, вне интервала (ху — Е, хм +=) 
находится не более чем конечное число элементов ЧП. В самом деле, 
из определения фундаментальной ЧП следует, что для любого = > 0 
существует номер №(=) такой, что для всех р выполняется неравенст- 
во |Хм+р = хк| < =&, которое и означает, что в =-окрестности элемента 
хм находятся все элементы ЧП, начиная с номера М. 

Отмеченное свойство позволяет установить ограниченность фун- 
даментальной ЧП. Действительно, пусть & > 0 и хм - элемент, в =- 
окрестности которого находятся все элементы ЧП, начиная с номера М. 
Тогда вне этой =-окрестности могут находиться только элементы 
х1,Х2,....Хм_1. Положим А = тах{|х; |, |х>|, ..., [Хил |, [Хм — =|, Хи + =|}. 
Тогда на сегменте [-А, А] находятся все элементы фундаментальной 
ЧП, что и означает её ограниченность. 

Теорема 1.19 (критерий Коши-Буняковского). Для того чтобы 
ЧП {х„} была сходящейся, необходимо и достаточно, чтобы она была 
фундаментальной. 

Доказательство. 1) Необходимость. Пусть ЧП {хи} сходится и х 
— еб предел. Возьмём любое = > 0. Из определения сходящейся ЧП 
вытекает, что для числа =/2 найдётся номер М такой, что при п > М 
будет выполняться неравенство |хи — х| < &/2. Если р — любое нату- 
ральное число, то при п > М выполняется также неравенство а = 
Л<е=Р. Так как модуль суммы двух величин не больше суммы их 
модулей, то из последних двух неравенств получим, что при п > Ми 
для всех натуральных чисел р: 

т — хи| = Ко -х)+(х-х,)| < С —х| + |х. -х| < =. 
Тем самым фундаментальность ЧП {х„} доказана. 

2) Достаточность. Пусть {х„} — фундаментальная ЧП. Согласно 
теореме 1.18 для доказательства сходимости данной ЧИ достаточно 
доказать её ограниченность и равенство х = х её нижнего и верхнего 
пределов. Ограниченность фундаментальной ЧП установлена выше. 


Для доказательства х = х воспользуемся свойством фундамен- 
тальной ЧП, согласно которому для любого & > 0 существует эле- 
мент хм такой, что вне интервала (ху — =, хм + =) находится не более 
чем конечное число элементов фундаментальной ЧП. На основании 
следствия | из теоремы 1.16 интервал (ху — &, Хм + =) содержит ин- 
тервал (х, т. и поэтому х —х < 2, откуда, в силу Произвольности &, 
х = х. Теорема доказана. 

Пример. Применим критерий Коши для установления сходимо- 
сти ЧП {хи } с элементами: 

хи =а +а>2+ ... ал, 
где ах (К = 1,2,...) — произвольные вещественные числа, удовлетво- 
ряющие условию |ах| < а^, аа - число из интервала 0 < 4 < 1. 
Пусть п — любой номер, р — любой натуральное число. Тогда 


а — и = [аа Раз ык Я < 


< [+1 Ех [@и-+2| ня ара] < Я" ы ры +... + и = 


п+1_„п+1+р п+1 


Ч" -=а а 
1-а 1-а 
Так как {9"} является БМЧП, то для любого = > 0 существует 
такой номер №(=), начиная с которого выполняется неравенство: 
т 
Стало быть, при п > М№(=) и для любого натурального числа р будет 
справедливо неравенство: 


1+1 
Ч 


[пр — Хи < Е 


1-а 
то есть ЧП {хи} является фундаментальной ЧП и сходится согласно 
теореме 1.19. 
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